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On &end des rhltats de G. Polyh et D. G. Cantor Zt des skies rationnelles 
en variables non commutatives. 
1. INTRODUCTION 
Polyh a dCmontrC le rhltat suivant [3, 51: 
THI~ORBME DE POLYP. Soit (a,) une suite d’entiers algkbriques. Les 
conditions suivantes sont efquivalentes: 
(i) la st+ie C na,zn est rationnelle 
(ii) la s&rie C a,zn est rationnelle 
(iii) la st!rie C na,z”-1 est rationnelle et ses r&idus sont nuls. 
On dksignera par X un ensemble fini appel6 alphabet, par X* le monolde 
libre qu’il engendre, et par e le mot vide de X*. A tout mot f de X* est 
associd sa Zongueur notCe ( f I. On Ccrira la skrie formelle a sur X h 
coefficients dans un anneau A sous la forme 
a = C (a,f>f, @,f> E A. 
feX* 
Une s&ie formelle a est dite quasi-inversible si (a, e) = 0; le quasi- 
inverse a* de a est alors la sCrie d&inie par 
a + a* = aa*. 
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On appelle produit de Hadamard des series formelles a et b la serie notte 
a 0 b definie par 
(a 0 b, f) = (a, f)(b, f) pour tout f de X*. 
Une serie formelle a sur X a coefficients entiers est dite rationnelle [6] 
s’il existe une representation p du monoTde X* dans M,(Z) et une matrice 
P de M,(Z) telles que l’on ait 
@,f) = Tr Ppf pour tout f de X*. 
L’ensemble des series rationnelles sur X a coefficients entiers forme une 
algebre sur Z stable par quasi-inversion des elements quasi-inversibles [6] 
et par produit de Hadamard [7], theoreme de Jungen-Schtitzenberger]. 
On s’inttresse a la conjecture suivante: 
CONJECTURE. Si a est une st!rie formelle sur X h coejicients entiers 
telle que / f I divise (a, f) pour tout mot non vide de X”, alors la skrie a 
est rationnelle si et seulement si la skrie de terme g&h-al (a, f)/\ f 1 l’est. 
Nous allons la demontrer dans un cas particulier. 
DEFINITION. On dit qu’une serie rationnelle a sur X est non singuliere, 
s’il existe une representation p de a pour laquelle l’une des matrices 
px, x E X, est non singulike. 
Avec cette definition, on a le resultat suivant: 
THI~ORBME [3]. Soit a une se’rie rationnelle sur X ri coeficients entiers. 
Supposons que 
(i) le terme g&&-al (a, f) de a est divisible par 1 f 1, 
(ii) la se’rie a est non singulidre, 
alors, la sPrie de terme g&ne’ral (a, f)/l f 1 est rationnelle. 
2. R~SULTATS AUXILIAIRES 
LEMME I. Soit a une s.Grie rationneile ci une variable. Si a n’est pas un 
polynGme, alors son terme g&ha1 s’tkrit $ partir d’un certain rang sous la 
f ornze 
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oit les inverses des (Y~ sont les pbles de a et Ies Pi des polyndmes; cette 
&riture est unique: de plus le rhidu en cu;l de la fraction rationnelle 
X”a, p entier, est -oii’-‘Pi(-p - 1). 
Preuve du lemme 1. Elle repose essentiellement sur la decomposition 
de a en elements simples; pour la dernibre par-tie, on remarque que le 
residu de a en ol;’ est -a,‘P,(- 1). 
LEMME 2. Soit U une matrice unipotente de M,(Q), k 3 2 et soit L 
une forme lin&aire sur hfk(Q). Si la suite (L(W)) n’est pas nulle pour n 
grand, aIors il existe un unique poIyn6me P tel que /‘on ait 
P(n) = L(F) pour n 3 0 
et il vPr$e de plus cette identite’ pour les entiers n nkgatifs. 
Preuve du Iemme 2. La suite de terme general L(W) est une suite 
recurrente, et comme U admet 1 comme seule valeur propre, on a l’ecri- 
ture unique 
L(F) = P(n) oti P est un polyniime. 
Si on Ccrit alors U = Z + N oti N est nilpotente, on a, pour n > 0, 
et done 
P(n) = L(V + NY) = C (~)UN*) 
*a0 
P(X) = C (;)L(N*) oti (C)=X(X- l)...(X-pf 1)/p! 
P>O 
On en deduit P(n) = L(V) pour tout n entier puisque CDao (3 N9 = 
(Z + N)” pour tout n de if. 
3. DBMONSTRATIONDUTH~~OR~ME 
Soit done une representation non singuliere Z.J: X* --f M&T!) pour 
laquelle la matrice A = Z.J”X est inversible dans M,(Q), et soit aussi une 
matrice P de M&f), verifiant: 
1 f j divise Tr Pp.. pour tout mot non vide de X*. 
11 est clair que le theortme est dCmontr6 lorsque la serie C(Tr P&)f est 
un polynome, cas que l’on &carte desormais. 
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La matrice A admet la decomposition multiplicative de Jordan [I]: 
A = A,AU, A, semi-simple et AU unipotente. 
As et AU sont des polynomes en A a coefficients rationnels. 
LEMME 3. Sous les hypothsses pre’ce’dentes, on a 
Tr PpfA;lf’ = 0 pour tout mot non vide f de X*. 
Preuve du lemme. On considke, pour chaquef, la serie rationnelle a 
une variable 
rj( T) = c Tr PpfAAnTn+ljl 
TZ>O 
et on note r, = Tr PpfA”. 
On suppose d’abord que rj n’est pas un polynome. Dans ce cas, la 
serie r/ vtrifie les hypotheses du theoreme de Polya: les residus de la 
fonction r&Q/T sont nuls, ce que le lemme 1 permet d’ecrire, avec des 
notations Cvidentes, Pi( - I .f I) = 0; en faisant la somme de ces relations 
et grace au lemme 2, on en deduit 
0 = C P,(- If]) = c (PpfA;lflej, ej*> = Tr Pt.~fA;lfl 
a j 
oh (ej) designe une base de vecteurs propres de As et (ej*) la base duale. 
Si rf est un polynome, on a r, = 0 pour n > m; comme A est inversible, 
c’est une combinaison lineaire en les An, n >, m, et puisque A,, done 
AG’, est un polynome en A, il en rtsulte que Atif est aussi une combi- 
naison lineaire en les A”, n 3 m. On a done encore dans ce cas 
Tr PpfA$jI = 0. 
DI~MONSTRATION DU TH~OR~ME. On explicite le resultat du lemme 3; 
pour cela on note M la matrice nilpotente, polynome en A a coefficients 
rationnels definie par (I + M) AU = I. On a alors: 
Tr bfA;l’l = Tr Ppf + ,<TGk (’ f’, Tr &fiW = 0. 
Soit d un entier positif tel que dM soit a coefficients entiers. La relation 
preddente fait alors apparaitre la serie de terme general 
-(k - l)! dk-l Tr P&‘lfl 
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comme somme des k - 1 series ci 
(Ci ,f> = 
(k - l)! _ _. 
i! dk l “(If/ - 1) *.* (IfI - i + 1) Tr P&(dM>i, 
autrement dit, on a 
ci = @ ; ‘I! dk---+ 7 (IfI - 1)fo .a. o C (IfI - i - l)f 
f 
0 c Tr Ppf (dW)f, 
f 
qui est rationnelle d’apres le theoreme de Jungen-Schtitzenberger. On a 
ainsi montre que la serie de terme general (k - l)! dk-l Tr P,uf/lf 1 est 
rationnelle. On acheve grace au resultat suivant de Schiitzenberger [6]: 
Si a est une stfrie formelle ci coeficients entiers telle que la stfrie na soit 
rationnelle pour un entier n non nul, alors a est rationnelle. 
4. EXTENSION DU THBORJ~ME 
(a) On peut remarquer que le resultat reste valable si on prend un 
anneau quelconque, non ntcessairement commutatif unitaire. 
(b) On peut aussi, dans le cas oh Tr Ppf ne s’annule jamais, remplacer 
l’hypothese (ii) du theoreme par 
(ii)’ la shie a est sing&re et I’alg2bre engendrke par les parties semi- 
simples des poIynBmes homoghes en les px, x E X, contient les matrices 
scalaires. 
En effet, on procede de fapon analogue a la demonstration du theoreme; 
esquissons cette preuve. Soit g un mot non vide de A’*. La matrice 
G = pg admet la decomposition additive de Jordan [l]: 
G= Gsf Giv, Gs semi-simple et GN nilpotente 
et G, et GN sont des polynomes en G a coefficients rationnels. Si alors f 
est un mot non vide de X*, on consider-e la serie rationnelle a un variable 
s,(T) = c Tr PpfGTp@l+lfl 
Pa0 
qui verifie toutes les conditions du theoreme de Polya, d’apres les hypo- 
theses faites sur Tr Pp, la conclusion (iii) s’ecrit ici 
Tr PpfG?flllglGs'J = 0 pour tout entier q 3 1, 
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oti GY est une matrice unipotente, polynbme en GN a coefficients ration- 
nels. On acheve la demonstration en prenant cette relation pour q = 1 
et pour les g tels que l’on ait une relation 
r=Cr, 
(,En (a,4 
avec a, , r, et r entiers non nuls 
n 
et on developpe l’expression obtenue comme on l’a fait pour la demonstra- 
tion du thtoreme. 
(c) Remarque. Si la serie rationnelle a verifie les hypotheses du 
thtoreme, alors la strie de terme general (a, f)/j f 1 est non singuliere. 
En effet, on a vu dans la demonstration du theorbme que cette derniere 
serie ttait pouvait s’obtenir comme somme de produits de Hadamard de 
series rationnelles qui sont toutes non singulieres; or il est clair que la 
somme et le produit de series non singulieres est encore une serie non 
singuliere. 
(d) Extensions de certains rbultats de Cantor. Le theoreme de Polya 
a et6 prolong6 de la faGon suivante par Cantor [2]: 
THI~OR~~ME DE CANTOR. Soit (a,) une suite d’entiers algkbriques et H 
un polynBme h coeficients complexes non nul. Si la s&ie C,, H(n) a,z” 
est une fonction rationnelle, il en est de m&me de la s&ie C,, a,zn. 
Nous pouvons maintenant en donner l’extension suivante: 
THI?OF&ME [4]. Soit (a, f)r.xV une famille d’entiers algkbriques et H 
un polynbme ri coeficients complexes non nul. Si la shie 
est rationnelle non singulit?e, alors la se’rie Cr (a, f)f est rationnelle. 
La demonstration de Cantor repose sur les trois lemmes suivants: 
LEMME A. Soit K un corps de nombres algkbriques et a un t%!ment de 
K. Alors l’ensemble des idbaux premiers de K qui divise le numkrateur 
d’un e’lkment de la suite 
est infni. 
{n-alnnE*} 
LEMME B. Soit (a,,) une suite d’entiers algkbriques et a un nombre 
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algt!brique. Si la s&ie C (n - a) a,z” est une fonction rationnelle, il en est 
de la skrie C a,zn. 
LEMME C. Soit (a,) une suite d’entiers algkbriques et H un polyn6me 
d coeflcients complexes non nul. Si Ia s.4rie C H(n) a# est une fonction 
rationnelle, alors il existe un polykme i? ci coeflcients algkbriques non 
nul tel que la skrie C B(n) a,zn soit une fonction rationnelle. 
On Ctend sans difficult& ces deux derniers lemmes a des series 8 variables 
non commutatives: 
LEMME B. Soit (r, f&* une famille d’entiers algkbriques et a un 
nombre algkbrique. Si la skrie C (1 f / - a)(r, f)f est une skrie rationnelle 
non singuli&e, il en est de m2me de la skrie 2 (r, f)f. 
La demonstration de ce lemme B’ est une simple application du theo- 
rbme demontre au no 3 et du lemme B de Cantor. 
LEMME C’. Soit (r, f)fEX+ une farnile d’entiers algkbriques et H un 
polynSme d coeficients complexes non nul. Si la skrie C H(i f I)(r, f)f est 
une s&ie rationnelle, alors il existe un polyn6me l? ci coej‘icients algkbriques 
non nul tel que la s&ie C A(/ f j)(r, f)f soit rationnelle. 
D~~MONSTRATION. Elle reprend celle du lemme C de Cantor. On 
introduit une representation p de X et une matrice P vtrifiant 
H(lfl)(r,f) = Tr 44 
Soit I2 le corps des nombres algebriques et soit L le plus petit corps qui 
contienne 12, les coefficients du polynome H, les coefficients des matrices 
px pour x E X et les coefficients de la matrice P: c’est une extension 
finie de 52; soit (x1 ,..., x,) une base de transcendance de L sur Sz. Les 
coefficients du polynome H, les coefficients des matrices tax pour x E X, 
les coefficients de la matrice P satisfont des equations polynomiales a 
coefficients dans Q[x, ,..., x,]. Appelons h, ,..., ht tous les coefficients non 
nuls de ces polynomes: ce sont des polynomes en x1 ,..., x, a coefficients 
dans X2. Comme ils sont en nombre fini, il existe des nombres algtbriques 
xl ,..., 5, tels que 
h& ,..., as) # 0 pour tout i, 1 < i < t. 
L’application xi F+ f, definit un homomorphisme d’anneaux de 
Qbl ,**., x,] sur J2 qui est l’identite sur 9. On l’ttend en un homomor- 
phisme 
9: L-tJ-2. 
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Pour a E L, on note d l’image v(u) de a par y. Si b est un polyn6me B 
coefficients dans L, on note 6 le polyn6me dCfini par 
kY(lf\) = C & IfI” si les bi sont donnts par b(lfl) = c bi lfli 
ce polyname 6 a m&me degrC que le polyname b. Avec ces notations, on a 
% = Tr pz = Er>) = R(1.f I)(r,f). 
11 est immkdiat que l’application 
p : X* + MN(Q) dtfinte par px = E pour x E X 
est un homomorphisme, et que la strie de terme gCnCra1 R(<l f /)(r, f) est 
done rationnelle. 
DI~MONSTRATION DE L'EXTENSION DU TH~OR~ME DE CANTOR A DES 
VARIABLES NON COMMUTATIVES. Le lemme C’ permet de supposer le 
polyn6me H B ses coefficients entiers algkbriques; soit alors a une racine 
de H. On d&nit alors un polyname K par 
K(lfl) = ~(IflMfl - 4. 
D’aprks le lemme de Gauss, K est tgalement un polyn6me B coefficients 
entiers algkbriques. Si (r,f) = H((fl)(r’,f), on pose (r”,f) = K(/fl)(r’,f). 
Alors la sCrie C (r’, f)(lf 1 - a)f est une sCrie rationnelle, et done, 
d’aprbs le lemme B’, la sCrie r’ est une strie rationnelle. La remarque (c) 
permet de lui associer une reprksentation non singulikre. 11 suffit de rai- 
sonner alors par rkcurrence sur le degrt de H en utilisant les rtsultats 
p&&dents. 
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